ITPATMATIKOI APIOMOI

Ye auto to QUANESIO Yo TpoaEAINC oplooupe 10 ohvoho R twv mpoyuatixedv apltiuy
%o Vo 86ooLUE T Boaoixég WBLOTAT v t0 diérmouv. To QUAREBLO Eexwvdel pe Lol xoTarypaPn Twy
Baowwv ahyeBeinmv WOTATWY Zwv 500 GV mpdewy, tng tepdodeanc xou ToU TOAAATAACLAGUOD.
Y1n ouvéyela divovton oL 1L e OWitagng xou téhog M WOTHTA TN TAnedTTac.  ‘Omwe Yo
BoUpE, OAEC OL UTONOLTES LOL YTV 0ptdidy TpoxUTTouy and Tig 14 Bacuxéq 1BiotnTeg
nou Yo mapardEcoupe. ulhadiou axohouldel T Aoyuer) Tou xhaoaxol BBAlou yio Tov
Anepootind Aoyiopd tw 6V, Tiwtédnovdo, Tavvaxotha [I. Enuewdvoupe bt o elpacte
APXETE O ONUC TLXOL O TYINET oy WoTATLY Yia va del€oupe dTL mpdypott GAeC oL UTOhoLTES

Vpo0g oplleton n mpdén tng mpdodeong +. XLuyxexpéva, yio xdie {ebdyog
€ R unopolpe va oplooupe éva véo nparypoatind aptdud a+ 5 € R (o ouv
@ ddpoloud toug. H npdln tne npdoleone ixavonotel tig mopondte LT TES

devic): Trdpye évog mparyuatinds aprdude, o onolog cuuBorileton e 0, Tétotog
0= a, ya xdde o € R.

avtidétov): T xdde mporypotind aprdud o, undpyer évag mporypotiede oprdude Tov
Bohiloupe pe —a tétotog Bote a + (—a) = 0. O apidude —a ovopdletan avtidetog

(Mgooetanprotxd IdiotnTa): o xdde teidda mporypoatindv aprdudy «, B,y wylber: a+(B+7) =
+ B) +v. Me Aya Aoyo, n Wétna I3 poac Mer 6t to ddpolopo Tewdv aprdumy Jo eivon
0 (D10 e dmota oeLEd Xou oy ExTEAEGOUNE TNV Tpdaleoy, eite av emhé€ouue Vo oynuoticovue
TEWTOL To eVOLdUETO Slpotoua 5+ o UETE To TeEMx6 ddpotoua o+ (B4 ), elte av emAéoupe
va oy nuaticovye tpdTa To evildueco dpotoua a+ 3 xau uetd to tehxd dbpolopa (a+ 5) + .
I't awtd unopolue v ypdpoupe omhd a + 5 + 7.

Iy (Avupetadetind Wibtnta): T xdde Levyog mporypoatindv apdudy a, 8 € R wyler: a+ 3 =
B+ a.
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ToviCouue 6tL 1 mpdén e agalpeong opiletan wg e€Ac: o = ot (—f). And Tic WBioTTES
II; — 11, dueca tpoximTOLY TOAAES dAReC IOV Eyoupe Uddel va yem ololpe and 1o I'upvdoio. T
napddelypa, Yo Bel€ouue O6TL To UNdEV elvon wovadud, 6ti o avtidetog evog apriuol eivon povadixde
%o OTL UMOPOVUE VoL XAVOUUE amhoTolnor o LlodTnTaL.

Ipdrtaon 1 (Movaddtnra tou undevéc). O apriisg vai 0)jLovadikos mpaypatikos aprdudss ya
Tov omoio 10V 1 16iétnTa 11; .

Arnédaén. Ag unodécouye dti umdpyel Evag Bed
wiotnra Iy, Snhadn woyler o+ p = a, g xdde Qg
éyoupe 0+ 1 = 0. Emmhéov, and v 11 xougmigy 114 Yoy aprdud p Vo éyovue: 40 =0+ = p.

porydortinde aprduoe 1 # 0 mou cavorotel Ty

Anéddeiln. Ac unodéooupe 6TL uTdpyEl w
v WotnTa I, Snhadh woylel o S PETE Eyouue:

( )
(ocrco v 1)
(amé v II3)
(amé v I1y)
(amd v unddeon)
(amé v Iy)
(amé v IIy),

7 ? 4
TO OTOLO EVUL ATOTO. O

(amd v II;)
(amd v o)
(amd v II3)
(ané unddeon)
(amd v II3)
(amd v II3)
(amd v II4).

@

Extéc and v npdodeon, otoug mpaypatinols aptduols Unopolpe vou oplcoLUE xal TNy Teddn
Tou ToAamhaotaopol. Luyxexpuéva, yia xdde (ebyoc mpaypatixdv optdumy o, B € R ynopoldue vo
oplooupe éva véo mparypatind aprdud a- S € R (a enl 3), o onoloc Ya elvan to yvéuevé toug. T tov
TOMATAAGCLOOUS EYOUPE TIC TAUPUXATE) LOLOTNTES:

AIOTHTEY TOY IIOAAATIAAZIAESMOY Il — Il
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IIs ("Yropn e wovddag): YTrdpyet évag mporyuatixde apry omnoigg cupPoiileton pe 1, tétoiog
wote: a-1=q, yio xdde a € R.

IIs ("Tropln avuiotpépou): Ta xdde mpaypotind apt
Tov omofo cupPorilovye ye %, TETOlOC WOTE &
ToU Q.

# 0, @®dpyeL évac mporypatinde apriude,

II; (pooetapio x| Iddtnra): T xdde tpLdd
(a-B)-vy. Me Mya Aoy, 1 LBLé‘EE

ME OTOLOL GELPG XAl oV EXTEAEGOU

Ilg

ITebtacr 4 (Movad
Tov omoio 1y Ver 1 1614

oyddoc). O apduds 1 efvar o povadixds mpayuatikés apripds ya

Anddeln. Ac unodecoupe dtL uTdpyeL évag delTEpOg TayHaTXOS optduos B # é TOU IXOVOTIOLEL TNV

WLoTY T nAadY vy tov B Yo toyvel o - f = 1. Tote €xoupe:

B =p-1 (amd v II5)
=B-(a-%) (an6 tnvIg)
=(B-a)-L (on6 v I7)
=(a-p)- %) (amé v Ilg)
=14 (amb v vddean)
=1.1 (amé v Ilg)
= % (amé v 1I5),

Td' onolo elvon dtomo. O

Ipdraon 6 (Kavévae anhoroinong Tou nohhamhactacpol). Av o1, 3,7 efvar npayuaticol apiduof,
Tétoior dote -y = [ -y ka1 y # 0, téte w0y vel dn o = 7.
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Arnddeiln. ‘Eyovye:

5:1.5:<a.l>.5:
«

Xenowomnowvtag g 1y — Iy unopolye emmAéov va del€ouyue oti:
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e Ava=fBxuy=94, ot a+vy=p0+0. To avilotpopogmpopavil dev ioyletL.

e Ava=pxmy=946,t0tca-v=p0-0. To avtlotpopo npogavis dev Loy leL.

e H sitowor] azx = 3 éyel yovadu )\uon my Zo 8 Av a =0 xau 8 # 0 7 e&iowon
dev €yl Aoelg oo R, evdh av o = 8 = 0 7 €& 0o vtoTTa (Snhodr v emokndedouy
6hot oL mporypaTixol ozpn?pon.)

o (~a)=oa. Q)

o (~0)+ (=8) = ~(a + ) \/
o (~a):f=—(a-p).
o (-a)-(-B)=a-f

o Av %:%,Térea-ézﬁv TioTpoes (av 8,9 # 0).

a): T wdde Lebyoc mporypatinadv apdpodv a, B toylel axpiBos piot and TiC Topoxdte
ea=pf,eltea>p elrea<pf.

Taon 9. Ava > S kary > 9 tére a +v > S+ 6.

Anédaén. Apob o > B wxow v > 6, and v 1o Vo €yovue dtL avtloTorya OTL av + v > B+ 7 xou
B+~ > B +6. Enoyévac (yenowonowdvtas v o) da éyouvpe 6Tt a+v >+ 6. O

ITgétaom 10. Av o > 0, tére —a < 0.
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Arndden. And v WdTnTa TN Teiyotopiog €youue OTL glte € —a > 0, elte —a < 0.
‘Eotw 611 —a = 0, t61€ Yot elyopye xou @ = 0, 10 onolo elvon dTonoT Eotw twea 6TL —a > 0. Xe
auTH Ty Tepintwon, agold a > 0 Ya elyope 6t v — e > 0 (npomyolduevn npdtoon). Oune o — o = 0,
Onrady) amodel€aye 61t 0 > 0, To omolo elvon dromo. g O

ITgoétaon 11. Av a > S, téte o — 8 > 0 ka1 avn

Anééaén. Av a > B, t6te and my Ilia €youpe
t6te and v Ilis éyovye a — B+ B > 3, emoué

ITeoétaom 12. Av o> 0 ka1 8 > 0, rz:e
ka1 <0, tére - > 0.

B <0, téte ndh and v 113 éyoupe
xan B < 0, t6te and mponyoluevy npbd
e TN nepintwon), Yo €yovue (—a) -

g 61t —a > 0 xou —f > 0. Enopévec (6uoto e v
pa - 8> 0. O

Arédeén. Av a > 0, 16te o?
éyoupe o a > 0, dpa g* >

ITeétaon 14. Exovue 1+1>0.

Arédaén. TvopilovugZottl # 0, dpo 1 = 12 > 0. Agot 1 > 0, da éyouvye 1 +1 > 0+ 1. Apa
14+1>0. O

5 H AnoAyTH TiIMH

a évag mpaypatixos oprduoe. Opilouue we andhutn T tou o (tnv omola cupPorilovye
Vv andéctaon tou aptiuod a and 1o 0. Ilio cuyxexpéva, opilouue

| = a, ava>0
T l-a, awva<0’

ElOxoha, urnopolye vo anodeilouye Tic endpeves WOTNTES:

o o] > 0.
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la|? = a?.

Av |a| =0, 6t @ = 0.

e —a<|a <a. ¢

o |a-B|=laf- |5l

o |a+ B8] < |al+ 8] (tprywvixd aviobtnta).

o Av |z =0, yio xdmowov Vetind ndypotind 6 Oftéte v =0 fo=—6.
o Av |z| <6, v xdnolov det OOLY [LOLTL wWyuo 6, tote —0 < x < 6.

Av |z] > 0, v xdmowov Yetuxd nperyPiExs aptué 0, té6te x > 0 fx < —0.

6 PYxIKOI, AKEPAIOI, PHTOI API®OMOI

Ye auth v mopdypeapo Go ovopedy
oprducdy Z xon Tev pntov optd

ot oOVORd TV QUOXGDY apliuwy N, Twv axepalny
vwoté ond to I'uyvdoto 6t

0,1,2,3,...},

oo, —2,-1,0,1,2,...},

: uEZ,yeN,V#O}.

Mrogel va anodetydetaf™to clyoro twv @uoxdy aptdudy, N, ixavonotel tic Widtnteg 11y, 113, Iy,

IIs, 117, I xon Ilg o oev wavorolel Tig widtnteg Iy xan Ilg. Enione urnogel va anoderydel
£y0¢ QuooL apLiuol eival LovadLxs:

Kkd e puoikd ap1udé n vrdpxovv povadikol guoikol apiuol ag, a1, ..., ax MUE
ar # 0, dote

n=ag+a-10+as-10°+ -+ ax - 10*.

To oy Ty axepalov aprtudy, Z wavonoel Tic widtnteg 11y — Ils xon Iy — Il3, dnAady dev
XOVPTIOLE] To chvoho Twv ety aptipdy, Q, ixavorotel xou Ti¢ 13 IBOTNTES TWV TEAYUATINGDY
opLd II;3).

7 H 1AIOTHTA THY IIAHPOTHTAYX - Il

TAEAYPAPO UTH AVAPEROUATTE GTNY LOLOTNTA TNG TANEOTNTAS TWV TEAYUATIXWY APLIILEY Yol
HepéC amAéc oUVETELES Tne, ST yiot Tapddelypa Ty Apyturdeta ot H évvoia e

évvola Tng mAnpdtnTac. Ilpotol avagépoupe Ty WBLOTHTA TG TANEOTHTOS, Vot BOCOLUE XETOLOUS
optopolg Tou elval avoryxalot.

Opgiopodc 1. Eva vrnootvoro A elvai
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o dvw gpayuévo av vrdpyel npaypatikés apruds M térowo te x £ M, ya kdle x € A. Téte
0 ap1uds M etvar éva dvw gpdypa tov A.

o Kkdtw gpayuévo av vndpxel npayuatikos apropds ‘ro10g e © > M, ya kdéde x € A. Tére

0 ap1uds M elvar éva kdrw gppdypa tov A.

o gpayuévo av eivar dvw @payuévo ka1 kdtw Hpa
Bpotie apidué M tézow dote |z| < M, p W
Ac dobye pepixd anhd nopadelypotol

1. To cbvoho N eivon xdtw @po EN) ARG OyL Gve PpayEVO.

2. 70 alvolo R bev elvon olTe dve B, 00TE HATW PEAYUEVO.

3. Tootvoro A={zeR: 0<z bporyuévo.

4. To ocbvoho twv Jetnwdv 1 Y aprdudy ebvon xdtew pporypévo civolo (ahhd Oyt dve
PEoYUEVO).

5. t0 xev6 cvvoro () elvan pporyt

Iapatneolpe 6TL av €va Ao, elvon dve ppayuévo, UTEEYOLY TOAAA Ve QEAYHATA YL oUTO.
Ipdrypart, av o aprdud elvollgé Vo Qedypa Tou A tote xon 0 apduyol M + 1, M +2,... elvou
6

eniong dvew @edrypato. X CRalOUac TE, EROPEVWS, TOV TUQUXATL OPIOHO:

Optowoc 2: Supremum - Infimum

FEotw A éva utoclvoro twv mpayuatixdy aeducy. O mpayuoatixde apududc M o Aéyeta
eddytoto dvw pedyuc tou A, 7 supremum tou A xat Yo cuuforileton ue M = sup A, av:

o 0 M elvau éva dvew gpdyua tou A xou
o avo M elvu éva ddo dvew gedyua tou A, téte M < M'.

O mpaypatixds apudude M Do Aéyetar uéyioto xdtw pedyua touv A, 7 infimum tou A xou Ja
ovuBoAileton ue M = inf A, av:

o 0 M elvan éva xdtw ppdyua tov A xa

o avo M elvou éva dAlo xdtw gedyua tou A, téte M > M.

v

M 16. Av o odvodo A éxea supremum téte avtd eivar povadixd. Opoiws, av to ovvolo A
premum ToTe avTo €ivar Hovadiko.

daén. Ac unodéoouye 6L o clvoro A éxel dvo ehdylota dve @pdypata, o M, M. Agod 1o
elvon eNdytoTo dve @pdrypa, toTE xdde dANo pedyua Yo elvon yeyodltepo and to M, dnhadh Yo
éyoupe M < M'. Opolwe, agod xou o M’ elvon eNdyioto dve @pdypa, xdde dAho gpdypo Yo efvon
weyohUtepo and 1o M, dnhadh M’ < M. Enopévee M = M'. Opolwe yiveton xou 1 oanddeién yiot to
infimum. O
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lLé-m-c TWYV TROYUATIXOY dpLiUy:

IT;4 - ISL6TNTaL TG TAMEOTNTAS TWV TEAYUATIXNOV AplIUODY

e autd To onuelo elpaoTe €ToOL VO DLITUTHCOUPE TNV 14

Av 10 A elvon éva un xevo, dve PeaypEVo UTOGUVONO TMV TRUYUATIXOY aplduny, TOTE To A
€)€elL supremum.

Iapatneodpe 6Tt oL cuvdrixeg tou Yétel n 11 oL X&LOTEC duvatéc. Av to ahvoro A eivan
70 %ev0o, tdHTE Ad¥e aprdudc elvan Eva Gve @pd mopgvwe amoxheleton 1o ) va €xel ehdyioTo
dver gpdypa. Av il o A Sev eivos @ve gpory]

€YOUV supremum TEAYUAUTL €YOLV

(oe ouvbuaoud pe Tic umdlownes Wi6TNTES) UTOYSEl 6TL pmopolpe va tomoVetiooupe dAoug Toug
oo pouc) 7 ontola dev Yo €xel xarddhov ‘xevd’. Anhadi,
x&de onpelo avthc tng eudeiog Yo
MEQIXES ONUOVTIXES CUVETEIES TNG
Ipdvaocyn 17 ("Traupin tou
dote a® = 2.
Anddeiln. Oétoupe A =
Yo umdpyer apriude a =

2}. Agob o A elvan pporyévo, and Ty ildThTe Tne TANEOTHTOS
oavedxs @ > 1 > 0, agod 1 € A xou a < 2 agod 10 2 elvan éva
6t a? = 2. Hpdypott, av a # 2, t6te (omd TV WBOTNTYL TS
Tpuotoplac) do €xo < 2, elte a? > 2. Oa anodelfoupe 6TL xoL oL dVo Loyvplouol elvor
hovdacuévol.
‘Eotw 6u a
a’+ 0 aplduode elvan yior mopddetypa o 6 = #, oAAG UTAEY 0LV TELPOL dANOL.
2—a? 2—a?
2 2

2
61 a? < H < 2, agol a? < 2. Hofpvouye tov aprdud a + &, yio tov

Mrnopolue € vo. 0o0uF otL 0 = > 0, agol a? < 2 xou 6T < 1, agol a? > 0. Eniong,

atrd 2—a2+i+y—a2+0 b 2
o o 100 10

4
2 2
< O —+-—=)< 0 <2
@ (100+10> “
TUATYOUUE O dTOTO.

éooupe 6L a? > 2 pnopolye Vo xaTaAAZOUUE OE GTOTO UE TopGUOLo TEOT0. L QUTH TNV
, emhéyoupe 0 tétowo Bote 0 < 0 < 1 xu 2 < a? — 0 < a?. T nopddetyuo pnopolue vo
a®—2 [
) 2 10°
)" > 2 (o€ avtibet neplntwon dev Yo elyope a = sup A). Ouwg

OV gy b 20 o (2 6
““T0) T 100 10 ¢ 10~ 100

4
>a2—9<1—0>>a2—9>2.

Tov apliud 0 = . Av Yewpriooupe tov apliud a — téte Yo Eyouue a — 1% < a, dpa
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Enopévoc, xatalfyoupe og dtono xot oe ot v nepintwon. @go a® =/2. O

Tpétaomn 18. O apduds /2 dev efvar pntés

®
Arédaén. Eoto 6t undpyet pntoc aprdudc a = £
Trodétouye bt 0 xAdoua £ eivan oe amhomomuévn i onhadn ov aprduol p, v dev €youv xovoiq
dupétec. Tote Vo éyovye a? = ’lf—z, dnhadh
elvon dptiog. Autod onuaivel otL xan o apriudS L g
1 = 2k + 1 ynopodye vo deloupe 6T & o u? = 4k% + 4k +1 =22k +2) + 1 ebvan
nepLttéc). ‘Apa Yo undpyet aprdudc A€ Zprétolo p = 2X\. Enopévoc p? = 4X% xou dpa
4)\? = 202, H tedevtala oyéon divgm2\? = adh) xou o aptdude v eivon dptiog. ‘Apa ou apriyol
O

TEAYUOTL, OV O 4 HTOV TEPLTTOC, BNADY

TAneéTNToC, Yo undpEy
Gpa 0 apWiude a ( Vo pedyua Tou N. Oa undpyet hotndy évac puoxdg aptiude n > a — 1
dtomo apol a = sup N. O

or 21. Ia xdle mpaypatiké apridué x vndpyer évag povadikds aképaiog aprducs v téwoog
<z <v+1. Oamuds avtds ovoudletar axépaio pépos tov x kai oupPforiletar ue [z].

AOXANEOVOULUE TNV ToEdYEaPo UE Eva TEAEUTALO oNHaVTIXG AmoTENEOUL:
Ieoétaocr 22 (H nuxvétnia tov Pritav). Av a,b elvar npayuaticol apijof pe a < b, téte vndpyer

évag pntds aprduds c, térog dote a < ¢ < b. Anadn peta&d 6Vo omoovdrmote mpaypatikdy
apiucy vrdpyer évas pntis apruds.
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Arndden. Oa anodei&ouye Ty WBLOTNTO o TNV Tep(nTwon tou a 2d. Tlaig¥ouue Evav puond aprdud v
Té1010 (GoTE T < b—a. Oftoupe A = {k € N: % > a}. Ané mve NOeLoL LOLOTN T GUUTERAVOLUE
611 10 ohvoho A Sev efvan xevé (av tay xevéd Do elyope k < n-a yio GAoug Toug Yuotxols aptduoic
k, dnhoadr) to N Qo fitav gpaypévo). Emopéves, and T N mg.oc)\r’]g didtadne (xdde vrosvvoro
TV Puoxmy aptduny éyel eAdyloto ototyeio) Yo uftdp Aaytoto otolyelo k mou xavomolel
% >a > k—;1 Eniorng,

k—1 &
Z ~—h—a).
n

n
Onéte, a > & — (b —a), Snhodh b > £. "Eyomue n > £ > a. Emdéyoupe ¢ = £ O

8 AXKHIEIX

1. Anodel&te 6TL 1 WBOTTAL TNG TTA

7 7 ’ 4 4
you 100d0Uvaun pe v € Av A elvon éva un xevo
v, Tote 10 A éyel infimum.

oL U1 XEVE PEOYUEVA UTOGUVOR TEAY HOTIXWY aptdpcdy, ToTe To AUB elvon gparyuévo
uv sup(A U B) = max{sup 4, sup B} xau inf(A U B) = min{inf A, inf B}

elvo WU xevé QeoryUEVa UTOGUVOAA TRaY HOTIXGY aptdumy, xou To AU B elvan un xevo,
0 AU B elvou gporypévo xa .oybouy sup(A N B) < min{sup A4, sup B} xo inf(AN B) >
mak{inf A4, inf B}.

JEotw A gpaypévo oUVORO mpaypaTix@y aptdudy xar B éva un xevé unochvolo tou A. omo-
ocigte 6t inf A < inf Bsup B < A.

. 'Eotw A éva oOvoho mporydatixdv aprdumy, yia o omofo woylel sup A = inf A. Anodel&te 6T
70 A elvon povocihvohro.

9. Av yia tov aprdud z woylel 0 < z < L yia xéde n € N*, deilte 61z = 0.
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